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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ЛАГРАНЖА-РИТЦА-КАНТОРОВИЧА 
К АНАЛИЗУ КОЛЕБАНИЙ ТУРБИННЫХ ЛОПАТОК 
 
АННОТАЦИЯ Рассматриваются колебания турбинных лопаток как линейно упругих естественно закрученных 
консольных прямых стержней. Прогибы аппроксимируются по методу Ритца. Коэффициенты аппроксимации яв-
ляются функциями времени согласно Канторовичу. Для их определения составлены уравнения Лагранжа, решаемые 
численно средствами системы компьютерной математики (MathCAD). Методика позволяет проводить полный 
модальный анализ, а также рассчитывать нестационарные свободные и вынужденные колебания. Представлены 
результаты расчета для лопатки паровой турбины Калужского турбинного завода. 
Ключевые слова: турбинные лопатки, естественно-закрученные стержни, линейная теория стержней, частоты и 
формы колебаний, задача на собственные значения, уравнения Лагранжа, компьютерная математика. 
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APPLICATION OF THE LAGRANGE-RITZ-KANTOROVICH METHOD 
TO THE VIBRATION ANALYSIS OF TURBINE BLADES 
 
ABSTRACT The purpose of this effort is the method of vibration analysis. Object of research is turbine blade. A calculation 
method based on Lagrange equations is proposed. Blade is assumed to be an elastic rectilinear twisted rod. Linear theory is 
used which means that translational and angular displacements, as well as the loads, are supposed to be small. Deflections 
are approximated using the method of Ritz. The coordinate functions correspond to the boundary conditions. The coefficients 
of approximation are time dependent parameters according to the method of Kantorovich. These coefficients are generalized 
coordinates. Lagrange equations are solved numerically by means of computer mathematics system (MathCAD). This method 
enables us to calculate natural frequencies and modes of blade and analyze unsteady free vibrations and forced ones. 
Key words: turbine blades, twisted rods, liner theory of rods, natural frequencies and modes, eigenvalue problem, Lagrange 




Стержни как модели турбинных лопаток 
используются довольно давно. Вначале лопатки 
рассчитывали как балки [1]. Использовались также 
и закрученные стержни [2, 3]. С некоторых пор их 
стали вытеснять трёхмерные модели и конечно-
элементный анализ [4, 5]. Однако сейчас нельзя 
сказать, что возможности одномерных моделей 
исчерпаны. Рассмотрение стержневых моделей 
оправдано, если не проявляются особенности 
трёхмерного поля напряжений [6–8]. Используя 
стержни, можно решать задачи, недоступные в 




Целью работы является создание инженер-
ной методики расчёта колебаний лопаток как за-
крученных стержней [10]. Предлагаемая методика 
основывается на теории стержней и вариационном 
методе Лагранжа [11] в сочетании с компьютерной 
математикой [12]. 
 
Изложение основного материала 
 
Исследуются свободные и вынужденные 
колебания лопатки паровой турбины Калужского 
турбинного завода (КТЗ) [13]. Моделью лопатки 
является прямой естественно закрученный кон-
сольный стержень несимметричного сечения. У 
таких стержней боковая поверхность образована 
винтовым движением контура сечения [14]. 
Вводится тройка декартовых осей, ось x 
направлена через центры тяжести сечений вдоль 
лопатки (считается, что центры тяжести принад-
лежат одной прямой). Прогиб закрученного 
стержня всегда имеет две компоненты zy uu ′′ ,  – 
функции координаты x и времени t. Кинетическая 
энергия 






1  , (1) 
где ρ – погонная масса. 
Потенциальную энергию определим с до-
пущением, что осевое перемещение при изгибе 

























22 ,, . 
От модели с распределёнными параметрами 
перейдём к дискретной посредством аппроксима-
ции прогибов 
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(в матричных обозначениях). Функции ( )tU zy, , 
характерные для метода Канторовича, играют роль 
обобщённых координат и подлежат определению 
из системы уравнений Лагранжа. Координатные 
функции ( )xϕ  задаются нами с соблюдением 
условий закрепления. Принимаем 
 ( ) Nixx ii ,,1,1 ==ϕ + . (4) 
Подставив (3) в (1) и (2), получим кинетиче-
скую и потенциальную энергию дискретной моде-
ли лопатки: 
 ( )zTzyTy UmUUmUT  += 2
1
, (5) 























 – элементы 
матриц инерции и жесткости. 
Обобщённые силы для уравнений Лагранжа 











и аналогично столбец zQ . Здесь zyf ,  – компонен-
ты погонной нагрузки. 
Сократив матричную запись введением 















































C , , (9) 
запишем уравнения Лагранжа 
 ( )tQCUUM =+ . (10) 
В случае свободных колебаний (Q = 0) рас-
сматривают главные колебания с собственными 
формами Φ и частотами λ: 
 ( ) ( ) 0,sin 2 =Φλ−λΦ= MCttU . (11) 
Это обобщённая задача на собственные зна-
чения, решаемая в Mathcad встроенными процеду-
рами genvals и genvecs [12]. 
Выполнены расчёты лопатки КТЗ. При 








Каждая собственная форма Φ содержит 
множитель Λ, определяемый условием нормиров-
ки 12 =ΦΦΛ MT . Результаты расчёта форм приве-
дены на рис. 1. 
При расчёте вынужденных колебаний для 
нахождения амплитуд использовалась встроенная 
функция Isolve. Параметры аэродинамической 
нагрузки взяты как в [10]. Результаты расчёта вы-
нужденных колебаний приведены на рис. 2. 
 
 
Рис. 1 – Нормированные собственные формы: 
1–6 – порядковый номер формы 
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Итак, разработана методика расчёта колеба-
ний турбинных лопаток как прямых естественно 
закрученных консольных стержней с использова-
нием вариационного метода. Основными достоин-
ствами данного метода являются лёгкость осу-
ществления расчётов в системе компьютерной 
математики и быстрота вычислений. Также следу-
ет отметить преимущество метода перед расчёта-
ми в пакетах, работающих с трёхмерными моде-
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АНОТАЦІЯ Розглядаються коливання турбінних лопаток як лінійно пружних природно закручених консольних пря-
мих стрижнів. Прогини аппроксимируются за методом Рітца. Коефіцієнти апроксимації є функціями часу згідно 
Канторовичу. Для їх визначення складені рівняння Лагранжа, які вирішуються чисельно засобами системи комп'ю-
терної математики (MathCAD). Методика дозволяє проводити повний модальний аналіз, а також розраховувати 
нестаціонарні вільні і вимушені коливання. Представлені результати розрахунку для лопатки парової турбіни Калу-
зького турбінного заводу. 
Ключові слова: турбінні лопатки, природно-закручені стержні, лінійна теорія стрижнів, частоти і форми коли-
вань, завдання на власні значення, рівняння Лагранжа, комп’ютерна математика. 
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